



















RACCORD SUR LES ESPACES DE BERKOVICH
par
Je´roˆme Poineau
Re´sume´. — Nous pre´sentons ici quelques re´sultats autour du proble`me inverse de
Galois. Nous commenc¸ons par rappeler la strate´gie ge´ome´trique classique permettant
de de´montrer que tout groupe fini est groupe de Galois sur C(T ). Nous l’appliquons
dans une autre situation afin de de´montrer que, si M (B) de´signe le corps des fonctions
me´romorphes sur une partie B, d’un certain type, d’un espace de Berkovich sur un
corps, alors l’e´nonce´ pre´ce´dent reste valable lorsque l’on remplace C par M (B). On
retrouve, en particulier, le fait que tout groupe fini est groupe de Galois sur K(T ),
lorsque K est un corps value´ complet dont la valuation n’est pas triviale.
Dans un second temps, en utilisant une me´thode similaire, nous proposons une nou-
velle preuve, purement ge´ome´trique, dans le langage des espaces de Berkovich sur un
anneau d’entiers de corps de nombres, d’un re´sultat de D. Harbater assurant que tout
groupe fini est groupe de Galois sur un corps de se´ries arithme´tiques convergentes, ainsi
que quelques ge´ne´ralisations.
Abstract
Patching over Berkovich Spaces. In this text, we present a few results related to
the inverse Galois problem. First we recall the geometric patching strategy that is used
to handle the problem in the complex case. We use it in a different situation in order
to prove that if M (B) is the field of meromorphic functions over a part B, satisfying
some conditions, of a Berkovich space over a valued field, then every finite group is a
Galois group over M (B)(T ). From this we derive a new proof of the fact that any finite
group is a Galois group over K(T ), where K is a complete valued field with non-trivial
valuation.
In a second part, we deal with the following theorem by D. Harbater: every finite
group is a Galois group over a field of convergent arithmetic power series. We switch to
Berkovich spaces over the ring of integers of a number field and use a similar strategy to
give a new and purely geometric proof of this theorem, as well as some generalizations.
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 12F12, 14G22, 14G20, 14G25.
Mots clefs. — Proble`me inverse de Galois, espaces de Berkovich, ge´ome´trie analytique p-adique,
ge´ome´trie analytique globale, se´ries arithme´tiques convergentes.
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Introduction
Le proble`me inverse de Galois consiste a` montrer que tout groupe fini peut eˆtre
re´alise´ comme groupe de Galois sur le corps des nombres rationnels Q. La simplicite´
de l’e´nonce´ n’augure en rien de la difficulte´ de la question et sa re´ponse nous e´chappe
encore a` ce jour.
Une strate´gie due a` D. Hilbert consiste a` chercher a` re´aliser, tout d’abord, un groupe
fini G donne´ comme groupe de Galois sur le corps Q(T ). Ce second proble`me se
preˆte a` une approche ge´ome´trique. En effet, supposons que nous sachions construire
un reveˆtement galoisien (ramifie´) X de la droite projective P1Q de groupe de Galois G.
L’extension
M (P1Q) = Q(T )→ M (X)
induite entre les corps de fonctions fournirait alors une solution. Le the´ore`me d’irre´-
ductibilite´ de Hilbert permet ensuite de revenir au proble`me initial : il assure qu’il est
toujours possible de spe´cialiser une telle extension de fac¸on a` obtenir une extension du
corps Q dont le groupe de Galois est encore G.
Dans ce texte, nous nous inte´ressons a` des variantes du second proble`me. Nous
commenc¸ons par rappeler, dans la section 1, une strate´gie classique pour obtenir des
reveˆtements galoisiens : construire localement des reveˆtements analytiques cycliques,
puis raccorder ces reveˆtements, et enfin montrer que le reveˆtement obtenu est alge´brique.
Dans la deuxie`me section, nous nous plac¸ons dans le cadre des espaces analytiques
au sens de Berkovich et appliquons la strate´gie indique´e. Nous parvenons a` de´montrer
que, lorsque K est un corps ultrame´trique complet dont la valuation n’est pas tri-
viale, tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps K(T ). En particulier, pour tout
nombre premier p, tout groupe fini est groupe de Galois sur le corpsQp(T ), un corps qui
contient Q(T ). La de´monstration originale de ce re´sultat est due a` D. Harbater (cf. [13],
corollary 2.4) ; elle est e´crite dans le cadre de la ge´ome´trie formelle. Il existe e´galement
une preuve dans le cadre de la ge´ome´trie rigide, re´dige´e par Q. Liu dans [18] en suivant
une ide´e de J.-P. Serre. Signalons que l’absence, en ge´ne´ral, de racines primitives de
l’unite´ de tout ordre complique la premie`re e´tape. Aussi les deux de´monstrations cite´es
font-elles appel aux constructions de´crites par D. Saltman dans l’article [22]. Dans la
preuve que nous proposons ici, en revanche, nous en faisons l’e´conomie : un choix judi-
cieux des lieux ou` nous construisons les reveˆtements cycliques nous permet d’avoir re-
cours uniquement a` des extensions de Kummer lorsque le corps K est de caracte´ristique
nulle, ou de Kummer et d’Artin-Schreier-Witt lorsqu’il est de caracte´ristique stricte-
ment positive. En toute logique, la simplification de l’arithme´tique du proble`me a un
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couˆt et nous utilisons un re´sultat de ge´ome´trie plus complique´, mais fort naturel : un
the´ore`me de type GAGA relatif au-dessus d’un espace affino¨ıde (cf. annexe A).
La dernie`re section du texte est consacre´e a` la construction d’extensions galoisiennes
d’un sur-corps de Q(T ) d’un type diffe´rent : le corps des fractions de l’anneau Z1− [[T ]]
forme´ des se´ries en une variable a` coefficients entiers qui convergent sur le disque unite´
ouvert complexe. Nous en de´duisons une nouvelle preuve du re´sultat de D. Harbater qui
assure que tout groupe fini est groupe de Galois sur ce corps (cf. [14], corollary 3.8), et
l’e´tendons a` tout corps de nombres. La de´monstration originale de ce re´sultat, aboutis-
sement de la se´rie d’articles [11], [12], [10] et [14], est ardue et technique ; elle base´e sur
des manipulations alge´briques des anneaux de se´ries du meˆme type que Z1− [[T ]]. Celle
que nous proposons est, en revanche, purement ge´ome´trique. La seule difficulte´ re´side
dans le fait que le cadre adapte´ a` ce proble`me est celui, fort naturel mais sans doute
encore un peu exotique, de la droite de Berkovich sur un anneau d’entiers de corps de
nombres (la construction et les proprie´te´s de cet espace font l’objet de l’annexe B).
Signalons, pour finir, que, contrairement a` l’habitude, nous construisons un reveˆtement
d’un ouvert d’un espace affine ; les re´sultats de type GAGA y tombent donc en de´faut et
nous utiliserons, pour pallier ce manque, le fait que l’ouvert en question soit un espace
de Stein.
Notations
Nous de´signerons par N l’ensemble des nombres entiers positifs et par N∗ le sous-
ensemble forme´ de ceux qui ne sont pas nuls.
Remerciements
La dernie`re partie de cet article a e´te´ re´dige´e au cours de l’anne´e que j’ai passe´e a`
l’universite´ de Ratisbonne. Je souhaite remercier Klaus Ku¨nnemann, qui m’a permis
d’y se´journer, pour son accueil et ses encouragements. Ma gratitude va e´galement a`
Antoine Chambert-Loir dont les conseils concernant la structure de cet texte m’ont
permis, je l’espe`re, d’en accroˆıtre l’inte´reˆt et la clarte´. Merci e´galement a` Antoine Ducros
de m’avoir communique´ ses notes sur les the´ore`mes GAGA.
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1. Strate´gie de raccord
Nous rappelons ici une de´monstration classique du fait que tout groupe fini est groupe
de Galois d’un reveˆtement de la varie´te´ alge´brique P1C. Ce n’est qu’un pre´texte pour
pre´senter la strate´gie de raccord que nous utiliserons constamment par la suite.
Conside´rons tout d’abord le cas des groupes cycliques. Pour disposer de plus de
souplesse, nous allons commencer par construire des reveˆtements de la varie´te´ analy-
tique P1(C), et meˆme des reveˆtements de petits ouverts de cette varie´te´. Soit m ∈ N∗.
Choisissons un point P de P1(C), une coordonne´e locale z au voisinage de ce point, un
disque ouvert DP sur lequel elle est de´finie et un disque ferme´ EP de rayon strictement
positif contenu dans DP . Soient a et b deux points distincts de EP . Conside´rons le
reveˆtement connexe et lisse XP du disque DP donne´ par l’e´quation
um = (z − a)(z − b)m−1.
C’est un reveˆtement galoisien de groupe Z/mZ. En outre, il est trivial au-dessus du
comple´mentaire du disque EP . Remarquons que pour de´terminer le groupe de Galois
nous avons utilise´ le fait que le corps C contienne une racine primitive me`me de l’unite´.
Nous allons maintenant recoller des reveˆtements du type pre´ce´dent afin d’en construire
qui posse`dent des groupes de Galois finis arbitraires. Fixons un groupe fini G. Notons n
son ordre et choisissons-en des ge´ne´rateurs g1, . . . , gt, avec t ∈ N
∗. Soit i ∈ [[1, t]].
Notons ni l’ordre de l’e´le´ment gi dans le groupe G et posons di = n/ni. Choisissons
un point Pi de P
1(C) et construisons, par la me´thode du paragraphe pre´ce´dent, un
Z/niZ-reveˆtement XPi au-dessus d’un disque ouvert DPi et trivial hors d’un disque
ferme´ EPi ⊂ DPi . Indexons les feuillets de ce reveˆtement par les entiers compris entre 0
et ni−1 de fac¸on compatible avec l’action du groupe Z/niZ ≃ 〈gi〉. Conside´rons mainte-
nant IndG〈gi〉(XPi), le G-reveˆtement induit par le 〈gi〉-reveˆtement XPi . Rappelons qu’il
est constitue´ topologiquement de di copies de XPi . Nous pouvons envoyer, de fac¸on
bijective, les feuillets de ce reveˆtement sur les e´le´ments du groupe. Pour ce faire, choi-
sissons, dans G, des repre´sentants ai,0, . . . , ai,di−1 des e´le´ments du quotient G/〈gi〉.
L’application qui envoie le feuillet indexe´ par k de la copie indexe´e par l de XPi sur
l’e´le´ment ai,lg
k
i de G est bijective. Nous pouvons alors de´crire l’action du groupe G
sur le reveˆtement IndG〈gi〉(XPi) de la fac¸on suivante : l’e´le´ment g de G envoie le feuillet
associe´ a` l’e´le´ment h de G sur le feuillet associe´ a` l’e´le´ment hg.
Notons D′ le comple´mentaire de la re´union des disques EP1 , . . . , EPt dans P
1(C).
Conside´rons le G-reveˆtement IndG〈e〉(D
′) induit par le reveˆtement trivial de D′ et in-
dexons ses feuillets par les e´le´ments de G de fac¸on compatible avec l’action de ce groupe.
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Raccordons, maintenant, les reveˆtements que nous venons de construire. Nous sup-
poserons que les disques DPi , avec i ∈ [[1, t]], sont deux a` deux disjoints. Nous pouvons
facilement nous ramener a` ce cas en les re´duisant, si besoin est. Pour tout e´le´ment i
de [[1, t]], nous recollons alors, au-dessus de l’intersection DPi ∩D
′, les feuillets associe´s
aux meˆmes e´le´ments du groupe G (cf. figure 1). Nous obtenons ainsi un reveˆtement Y












































Fig. 1. Raccord de reveˆtements cycliques.
Ainsi avons-nous obtenu une varie´te´ analytique complexe Y ve´rifiant les proprie´te´s
requises. Il nous reste a` montrer que c’est, en re´alite´, une varie´te´ alge´brique. Ce re´sultat
de´coule du the´ore`me d’existence de Riemann ou, si l’on veut, des the´ore`mes GAGA de
J.-P. Serre. Nous avons finalement obtenu le re´sultat suivant :
The´ore`me 1.1. — Tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension du corps C(T ).
Pour re´sumer, rappelons en quelques mots la strate´gie de la preuve :
1. Construire des reveˆtements cycliques sur de petits ouverts, triviaux au voisinage
du bord.
2. Raccorder ces reveˆtements.
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3. Montrer que le reveˆtement obtenu est alge´brique.
D. Harbater l’a de´veloppe´e dans plusieurs contextes et utilise´e pour de´montrer de
nombreux re´sultats. Nous renvoyons le lecteur de´sireux d’en savoir plus au texte [15].
La simplicite´ de cette strate´gie de raccord (« patching » chez D. Harbater) invite a`
l’appliquer dans de nombreux contextes ge´ome´triques, pour peu que l’on dispose d’une
bonne notion de « petits ouverts » et de the´ore`mes d’alge´bricite´. Ce n’est pas le cas de
la ge´ome´trie alge´brique, ou` deux ouverts non vides de la droite projective se coupent
toujours, mais ce devrait l’eˆtre pour toute ge´ome´trie analytique. Dans la suite de ce
texte, nous illustrerons cette ide´e en appliquant la strate´gie indique´e dans le cadre des
espaces de Berkovich sur un corps ultrame´trique complet, a` la section 2, puis sur un
anneau d’entiers de corps de nombres, a` la section 3.
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2. Proble`me inverse de Galois sur une droite relative
Soient k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour laquelle il est complet
et X un espace k-analytique ge´ome´triquement irre´ductible. Nous noterons O le faisceau
structural sur cet espace. Soit B une partie de l’espace X .
Notons Y le produit fibre´ X ×k P
1,an
k , π : Y → X et λ : Y → P
1,an
k les morphismes
naturels de projection. Signalons que, d’apre`s [5], the´ore`mes 7.16 et 8.4, l’espace Y
est ge´ome´triquement irre´ductible. Notons Y (B) l’image re´ciproque de B par le mor-
phisme π.
Dans les nume´ros 2.1, 2.2 et 2.3, nous supposerons que la partie B est compacte (pour
les applications, dans la preuve des corollaires 2.13 et 2.14, elle sera meˆme re´duite a`
un point). Nous la munirons alors du faisceau des fonctions surconvergentes, c’est-a`-
dire du faisceau j−1O, ou` j : B →֒ X de´signe l’inclusion. De fac¸on ge´ne´rale, nous
utiliserons, sans plus le pre´ciser, le faisceau des fonctions surconvergentes pour toute
partie compacte. En particulier, l’espace localement annele´ associe´ a` l’espace Y (B) que
nous obtiendrons ainsi ne sera autre que le germe (Y, π−1(B)) au sens de V. Berkovich
(cf. [2], §3.4 ou [3], §2).
2.1. Construction locale de reveˆtements cycliques
Dans le cas complexe, la construction locale e´tait particulie`rement simple, car nous
disposions de racines primitives de l’unite´ de tout ordre. Lorsque nous cherchons a`
construire un reveˆtement cyclique dont l’ordre n est premier a` l’exposant caracte´ristique
du corps de base, la situation n’est gue`re plus complique´e, car nous disposons encore
de racines primitives ne`mes de l’unite´ sur certains ouverts. Nous utiliserons alors une
extension de Kummer bien choisie. Dans les autres cas, nous ferons appel a` la the´orie
d’Artin-Schreier-Witt. Nous noterons p l’exposant caracte´ristique du corps k.
Fixons une extension finie et se´parable K de k. Soit P ∈ k[T ] le polynoˆme minimal
unitaire d’un e´le´ment primitif de cette extension. Notons t le point de P1,ank de´fini par
l’annulation de ce polynoˆme.
2.1.1. Extensions de Kummer
Soit n un entier supe´rieur ou e´gal a` 2 et premier a` p. Supposons que le corps K
contient une racine primitive ne`me de l’unite´.
Puisque l’anneau local au point t est hense´lien, il contient une racine primitive ne`me
de l’unite´, que nous noterons ζ. Cette racine est de´finie sur un voisinage du point t, que
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∣∣∣ |P (y)| ≤ u
}
,
avec u > 0.
Posons V = λ−1(Vu). Nous noterons encore P et ζ les re´trotirettes des e´le´ments P
et ζ par le morphisme λ. Remarquons que l’e´le´ment ζ de O(V ) est encore une racine
primitive ne`me de l’unite´.
Soient U un voisinage de B dans X et α un e´le´ment de O(U) nul en tout point de B.
Posons
Q(S) = Sn − Pn − α ∈ O(π−1(U))[S].
De´finissons un pre´faisceau F sur π−1(U) en posant, pour toute partie ouverte W
de π−1(U),
F (W ) = O(W )[S]/(Q(S))
et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau O. Le caracte`re
unitaire du polynoˆme Q assure que F est un faisceau de Opi−1(U)-alge`bres cohe´rent.
Remarque 2.1. — Le faisceau F est l’image directe du faisceau structural d’une
courbe analytique sur Y . Celle-ci nous est donne´e comme un reveˆtement ramifie´ de
degre´ n de π−1(U).
Soit v ∈ ]0, u]. Posons
V (B) =
{
y ∈ Y (B)
∣∣ |P (y)| ≤ v}
et
V ′(B) = {y ∈ V (B) |P (y) 6= 0}.
Remarquons que le comple´mentaire de V ′(B) dans V (B) est ferme´ dans Y (B).
Proposition 2.2. — Il existe un isomorphisme de OV ′(B)-alge`bres
ϕ : F → On
tel que, pour tout ouvert W de V ′(B) et tout e´le´ment s de F (W ), nous ayons
ϕ(ζs) = τ(ϕ(s)),
ou` τ de´signe l’automorphisme du faisceau On qui consiste a` faire agir la permutation
cyclique (1 2 · · · n) sur les coordonne´es.
De´monstration. — Le rayon de convergence de la se´rie




i ∈ k[[T ]]
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de´finit donc un e´le´ment ω de O(V ′(B)), qui est une racine du polynoˆme Q. Nous avons
alors l’e´galite´
Q(S) = Sn − Pn − α =
n∏
j=0
(S − ζjω) dans O(V ′(B)).




R(ω), R(ζ−1ω), . . . , R(ζ−(n−1)ω)
)
est un isomorphisme. On ve´rifie imme´diatement qu’il satisfait la condition requise.
Remarque 2.3. — La premie`re partie du re´sultat signifie que le reveˆtement associe´ au
faisceau F est trivial au-dessus de V ′(B). La seconde assure que le groupe 〈ζ〉 ≃ Z/nZ
agit sur le reveˆtement par une permutation cyclique des feuillets du lieu trivial.
Nous allons maintenant imposer des conditions sur les donne´es B et α de fac¸on que
le faisceau F soit associe´ a` un reveˆtement irre´ductible.
De´finition 2.4. — Nous dirons que la partie B de X satisfait la condition (CGI) si
elle est compacte et posse`de un syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes ge´ome´tri-
quement inte`gres.
Sous les conditions de cette de´finition, l’anneau O(B) est inte`gre et la partie B
connexe. En particulier, le principe du prolongement analytique vaut sur B et les an-
neaux locaux en tous les points de B sont inte`gres.
Lemme 2.5. — Supposons que la partie B de X satisfait la condition (CGI). Alors, la
partie V (B) de Y posse`de un syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes irre´ductibles.
En particulier, pour tout point z de V (B), le morphisme naturel
O(V (B))→ Oz
est injectif.
De´monstration. — Soient U ′ un voisinage affino¨ıde ge´ome´triquement irre´ductible de B
dans U et v′ un nombre re´el strictement supe´rieur a` v. La partie de Y de´finie par
{z ∈ π−1(U ′)
∣∣ |P (z)| ≤ v′}
est alors irre´ductible, d’apre`s [5], the´ore`me 8.4. En effet, ce n’est autre que le produit,
au-dessus de k, de l’espace ge´ome´triquement irre´ductible U ′ par l’espace{
x ∈ P1,ank




qui est irre´ductible, car le polynoˆme P est irre´ductible sur k.
La condition (CGI) assurent que l’ensemble des parties de la forme pre´ce´dente est
un syste`me fondamental de voisinages de V (B) dans Y .
Nous supposerons de´sormais que la partie compacte B de X satisfait la
condition (CGI).
De´finition 2.6. — Nous dirons que l’e´le´ment α de O(B) satisfait la condition (In,K)
s’il existe un point x de B qui ve´rifie les deux conditions suivantes :
i) les corps K et Frac(Ox) sont line´airement disjoints sur k ;
ii) le polynoˆme Sn − α est irre´ductible sur le corps Frac(Ox)⊗k K.
Lemme 2.7. — Supposons que l’e´le´ment α de O(B) satisfait la condition (In,K). Alors,
le polynoˆme Q(S) = Sn − Pn − α est irre´ductible sur le corps Frac(O(V (B))). En par-
ticulier, l’anneau F (V (B)) est inte`gre.
De´monstration. — Soit x un point de B satisfaisant les proprie´te´s e´nonce´es dans la
de´finition de la condition (In,K). Puisque les corps K et Frac(Ox) sont line´airement
disjoints sur k, le polynoˆme P est irre´ductible sur Ox. Il l’est donc encore dans H (x)[T ],
puisque le corps κ(x) et l’anneau local Ox sont hense´liens.
Notons Z(B) l’ensemble des points de Y (B) en lesquels la fonction P est nulle.
D’apre`s le raisonnement pre´ce´dent, la trace de la fibre π−1(x) sur Z comporte un seul
point, que nous noterons z. Notons OZ le faisceau structural sur Z. Nous avons alors
un isomorphisme
Ox[T ]/(P (T ))
∼
−→ OZ,z .
Le polynoˆme Sn − α est donc irre´ductible sur le corps Frac(OZ,z), isomorphe a`
Frac(Ox)⊗kK. Par conse´quent, le polynoˆme Q(S) est irre´ductible sur le corps Frac(Oz).
D’apre`s le lemme 2.5, le morphisme naturelO(V (B))→ Oz est injectif. Par conse´quent,
le corps Frac(O(V (B))) est un sous-corps de Frac(Oz). On en de´duit que le polynoˆmeQ(S)
est irre´ductible sur le corps Frac(O(V (B))).
Le polynoˆme Q(S) e´tant unitaire, l’unicite´ de la division euclidienne assure que le
morphisme
O(V (B))[S]/(Q(S))→ Frac(O(V (B)))[S]/(Q(S))
est injectif. Puisque l’anneau au but est inte`gre, celui a` la source, qui n’est autre que
l’anneau F (V (B)), l’est e´galement.
Remarque 2.8. — Ce re´sultat signifie que la courbe associe´e au faisceauF est inte`gre,
c’est-a`-dire re´duite et irre´ductible.
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2.1.2. Extensions d’Artin-Schreier-Witt
Il nous reste a` traiter le cas des groupes cycliques dont l’ordre n’est pas premier a`
l’exposant caracte´ristique p du corps k. Nous supposons de´sormais que p est un nombre
premier et chercherons a` construire un reveˆtement cyclique d’ordre n = pr, ou` r est un
entier supe´rieur a` 1. Il s’agit essentiellement de remplacer, dans le nume´ro pre´ce´dent, la
the´orie de Kummer par celle d’Artin-Schreier-Witt. Nous nous contenterons d’indiquer
les grandes lignes de la preuve.
Dans ce nume´ro, comme dans le pre´ce´dent, nous supposerons que la partie
compacte B de X satisfait la condition (CGI).
Soit α un e´le´ment de O(B) nul en tout point de B.
De´finition 2.9. — Nous dirons que l’e´le´ment α de O(B) satisfait la condition (Ip,K)
s’il existe un point x de B qui ve´rifie les deux conditions suivantes :
i) les corps K et Frac(Ox) sont line´airement disjoints sur k ;
ii) le polynoˆme Sp − α est irre´ductible sur le corps Frac(Ox)⊗k K.
Soit v > 0. Posons
V (B) =
{
y ∈ Y (B)
∣∣ |P (y)| ≤ v}
et
V ′(B) = {y ∈ V (B) |P (y) 6= 0}.
Notons Wr l’anneau des vecteurs de Witt de longueur r sur O(V (B))[S0, . . . , Sr−1].
Posons
S = (S0, . . . , Sr−1) ∈Wr
et, pour tout e´le´ment a de O(V (B))[S0, . . . , Sr−1],
{a} = (a, 0, . . . , 0) ∈Wr.
Pour tout i ∈ [[0, r − 1]], de´finissons un polynoˆmeQi(S0, . . . , Sr−1) a` coefficients dansO(V (B))
par la formule
(Q0, . . . , Qr−1) = F (S)− {P}
p−1S − {α} dans Wr.
Le groupe Z/prZ agit sur l’anneau O(V (B))[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1) en laissant
stable O(V (B)) et en envoyant Si, pour i ∈ [[0, r − 1]], sur la (i + 1)
e`me coordonne´e du
vecteur S+{P} dansWr. Par analogie avec la construction pre´ce´dente, nous de´finissons
un faisceau sur V (B) par
F = O[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1).
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(p−1)piSi mod (α,Q0, . . . , Qi−1).
Soit y ∈ V ′(B). L’image Sp0−P
p−1S0 du polynoˆme Q0(S0) dans le corps re´siduel κ(y)
de l’anneau local Oy est scinde´ a` racines simples. Puisque cet anneau local est hense´lien,
le polynoˆme P0(S0) posse`de p racines simples dans Oy. En raisonnant par re´currence
sur le nombre de variables, on montre ainsi que le syste`me d’e´quations polynomiales
donne´ par Q0, . . . , Qr−1 posse`de exactement p
r racines ω1, . . . , ωpr dans O
r
y et que le
morphisme
ψ : Oy[S0, . . . , Sr−1]/(Q0, . . . , Qr−1) → O
pr
y
R(S0, . . . , Sr−1) 7→ (R(ωi))1≤i≤pr
est un isomorphisme. On en de´duit que le reveˆtement est trivial sur V ′(B), comme a` la
proposition 2.2.
Supposons que l’e´le´ment α deO(B) satisfait la condition (Ip,K). L’e´nonce´ du lemme 2.7
vaut alors encore. Pour le de´montrer, l’on remplace simplement les arguments de la
the´orie de Kummer par ceux de la the´orie d’Artin-Schreier-Witt. L’argument-cle´ consiste
a` utiliser le fait que le polynoˆme Sp−α est irre´ductible sur Ox, ou` x est un point de B
satisfaisant les proprie´te´s e´nonce´es dans la de´finition de la condition (Ip,K), et a` en
de´duire que le polynoˆme Sp − P p−1S −α est irre´ductible sur Oz, ou` z de´signe l’unique
point de la fibre π−1(x) en lequel P s’annule.
2.2. Raccord et retour a` l’alge`bre
Soit G un groupe fini. Soient g1, . . . , gt, avec t ∈ N
∗, des ge´ne´rateurs du groupe G.
Nous pouvons les choisir de fac¸on que, pour tout e´le´ment i de [[1, t]], il existe un nombre
premier pi et un entier ri ≥ 1 tels que le sous-groupe de G engendre´ par gi soit cyclique
d’ordre prii . Nous supposerons qu’il existe s ∈ [[1, t]] tel que, pour tout i ≤ s, pi 6= p et,
pour tout i ≥ s+ 1, pi = p.
Nous nous plac¸ons sous les hypothe`ses suivantes :
– la partie B de X satisfait la condition (CGI) ;
– pour tout e´le´ment i de [[1, s]], il existe une extension se´parable Ki de k contenant
une racine primitive (prii )





– pour tout e´le´ment i de [[s+ 1, t]], il existe une extension se´parable Ki de k et un
e´le´ment αi de O(B) qui satisfait la condition Ip,Ki ;
– les corps K1, . . . ,Kt sont deux a` deux non isomorphes.
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Supposons que les e´le´ment α1, . . . , αt sont nuls en tout point de B. Soit i un e´le´ment
de [[1, t]]. Construisons par la me´thode du nume´ro 2.1.1 ou 2.1.2 un reveˆtement galoisien
de groupe Z/prii Z. Il est de´fini au-dessus d’une partie Vi et trivial au-dessus d’une
partie V ′i . Notons Ind
G
〈gi〉(Vi) le G-reveˆtement induit.
Puisque les corps K1, . . . ,Kt sont deux a` deux non isomorphes, nous pouvons choisir
les parties V1, . . . , Vt de fac¸on qu’elles soient deux a` deux disjointes (il suffit de choisir
des e´le´ments v assez petits). Pour i ∈ [[1, t]], posons V ′′i = Vi \ V
′
i . C’est une partie
ferme´e de Y (B). Posons




et conside´rons le G-reveˆtement IndG〈e〉(Y
′(B)) induit par le reveˆtement trivial au-dessus
de Y ′(B).
Raccordons, a` pre´sent, les diffe´rents reveˆtements selon les relations entre les e´le´ments
du groupe G, par la me´thode de´crite au nume´ro 1. Nous obtenons un reveˆtement
de Y (B), galoisien de groupe G. On montre a` l’aide du lemme 2.7 et de son ana-
logue dans le cas des reveˆtements d’Artin-Schreier-Witt, qu’il est inte`gre. Un the´ore`me
du type GAGA (cf. corollaire A.6) assure qu’il est alge´brique. En passant aux corps de
fonctions, nous obtenons donc finalement une extension finie et galoisienne de groupe G
M (Y (B)) = Frac(O(B))(T )→ L,
ou` M de´signe le faisceau des fonctions me´romorphes. La construction que nous avons
mene´e e´tant purement ge´ome´trique, on se convainc aise´ment que cette extension est
re´gulie`re, c’est-a`-dire que le corps Frac(O(B)) est alge´briquement ferme´ dans le corps L.
The´ore`me 2.10. — Il existe une extension finie du corps Frac(O(B))(T ) qui est re´-
gulie`re et galoisienne de groupe de Galois G.
2.3. Conclusion
Regroupons les re´sultats que nous avons obtenus jusqu’ici.
The´ore`me 2.11. — Soient k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour
laquelle il est complet. Soient X un espace k-analytique et B une partie compacte de X
qui posse`de un syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes ge´ome´triquement inte`gres.
Supposons que pour tout nombre premier q diffe´rent de la caracte´ristique du corps k et
tout entier r ∈ N∗, il existe une famille infinie Kqr de corps deux a` deux non isomorphes
satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
i) tout e´le´ment de Kqr est une extension finie et se´parable de k contenant une racine
primitive (qr)e`me de l’unite´ ;
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ii) pour tout e´le´ment K de Kqr , il existe un e´le´ment x de B et un e´le´ment α de O(B)
nul en tout point de B tels que les corps K et Frac(Ox) soient line´airement disjoints
et le polynoˆme Sq
r
− α soit irre´ductible sur leur compositum.
Si la caracte´ristique du corps k est un nombre premier p, supposons en outre qu’il existe
une famille infinie Kp de corps deux a` deux non isomorphes satisfaisant les proprie´te´s
suivantes :
i) tout e´le´ment de Kp est une extension finie et se´parable de k ;
ii) pour tout e´le´ment K de Kp, il existe un e´le´ment x de B et un e´le´ment α de O(B)
nul en tout point de B tels que les corps K et Frac(Ox) soient line´airement disjoints
et le polynoˆme Sp − α soit irre´ductible sur leur compositum.
Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps
Frac(O(B))(T ).
Remarque 2.12. — Ce the´ore`me ne contient malheureusement aucun re´sultat qui ne
soit de´ja` connu. En effet, le corps Frac(O(B)) contient toujours un corps complet pour
une valeur absolue non triviale (un corps de se´ries de Laurent engendre´ par l’un des
e´le´ments α lorsque k est trivialement value´) et, sur un tel corps, le re´sultat est duˆ a`
D. Harbater (cf. [13], corollary 2.4).
Nous allons, a` pre´sent, appliquer ce re´sultat ge´ne´ral dans des cas particuliers.
Corollaire 2.13. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique non tri-
viale pour laquelle il est complet. Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d’une
extension finie et re´gulie`re du corps k(T ).
De´monstration. — Appliquons le the´ore`me 2.11 en choisissant pour espace X la droite
analytique A1,ank , dont nous noterons U la variable, et pour partie B le point 0. Soit K
une extension finie du corps k. Choisissons pour point x le point 0 : l’anneau local O0
est l’anneau des se´ries en une variable a` coefficients dans k de rayon de convergence
strictement positif. Par conse´quent, les corps K et Frac(O0) sont line´airement disjoints
sur k. Choisissons pour fonction α la fonction U : pour tout entier n ≥ 1, le polynoˆme
Sn − U est irre´ductible sur le corps Frac(O0) ⊗k K, qui est un sous-corps de K((U)),
par le the´ore`me d’Eisenstein. Les hypothe`ses du the´ore`me 2.11 sont donc satisfaites.
SoitG un groupe fini. Il existe une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(O(B))(T ) =
Frac(O0)(T ) qui est galoisienne de groupe G. Puisque l’anneau local O0 est compose´
de se´ries convergentes et que le corps k n’est pas trivialement value´, toute varie´te´ qui
posse`de un point sur Frac(O0) en posse`de un sur k. En utilisant le the´ore`me de Bertini-
Noether (cf. [6], proposition 10.4.2), on montre alors que l’on peut spe´cialiser l’exten-
sion pre´ce´dente en une extension finie et re´gulie`re du corps k(T ) qui est galoisienne de
groupe G.
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Rappelons qu’un corps k est dit fertile(1) si tout k-sche´ma de type fini qui posse`de un
point sur k((U)) en posse`de un sur k (l’on peut de´montrer que cela e´quivaut a` demander
que toute k-courbe lisse qui posse`de un point sur k en posse`de une infinite´). F. Pop
a de´montre´ que, si k est un corps fertile, tout groupe fini est groupe de Galois d’une
extension finie et re´gulie`re du corps k(T ) (cf. [21], main theorem A).
Corollaire 2.14. — Soit k un corps. Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d’une
extension finie et re´gulie`re du corps k((U))(T ). En particulier, si le corps k est fertile
ou contient un corps fertile, tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie
et re´gulie`re du corps k(T ).
De´monstration. — Munissons le corps k de la valuation triviale et conside´rons la meˆme
situation que dans la preuve pre´ce´dente. Nous avons alors O(B) = O0 = k[[U ]] et le
the´ore`me 2.11 fournit le re´sultat annonce´.
Lorsque le corps k est fertile, le the´ore`me de Bertini-Noether permet de spe´cialiser
l’extension pre´ce´dente en une extension de k(T ) posse´dant les meˆmes proprie´te´s. La
re´gularite´ de l’extension de k(T ) permet d’obtenir, par produit tensoriel, pour tout
corps L contenant k, une extension de L(T ) posse´dant encore les proprie´te´s requises.
Remarque 2.15. — Le re´sultat du second corollaire contient le re´sultat du premier,
puisque tout corps complet pour une valeur absolue ultrame´trique non triviale est fertile.
Cependant, la preuve de ce dernier e´nonce´ e´tant assez difficile (on peut, par exemple,
le de´montrer en utilisant l’approximation d’Artin), nous avons choisi de proposer une
preuve directe du corollaire 2.13.
2.4. Cas de la valuation triviale
Lorsque le corps k est trivialement value´, nous pouvons obtenir des re´sultats plus
ge´ne´raux. Nous indiquons simplement ici les modifications a` apporter au raisonnement
qui pre´ce`de.
Supposons que le corps k est muni de la valeur absolue triviale. Pour tout n ∈ N,
nous pouvons alors de´finir une application, appele´e flot (cf. [20], 1.3), de An,ank ×R
∗
+
dans An,ank de la fac¸on suivante. Soient x un point de A
n,an
k – il est associe´ a` une semi-
norme multiplicative |.|x sur k[T1, . . . , Tn] qui induit la valeur absolue triviale sur k –
et ε un nombre re´el strictement positif. L’image du couple (x, ε) est le point de An,ank
associe´e a` la semi-norme multiplicative |.|εx. Par restriction a` la source et au but, nous
pouvons encore de´finir le flot sur tout ferme´ de Zariski d’un espace affine analytique.
(1)Nous empruntons ce terme a` L. Moret-Bailly (cf. [19]). Les corps fertiles sont connus sous beaucoup
d’autres noms. Ils ont e´te´ introduits par F. Pop dans [21] sous l’appellation de « large fields ».
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Signalons qu’une fonction de´finie au voisinage d’un point se prolonge, et ce de fac¸on
unique, a` un voisinage de sa trajectoire sous le flot (ibid., proposition 1.3.10).
Nous conside´rerons de´sormais un espace analytique X qui est un ferme´ de Zariski
d’un espace affine analytique et une partie ouverte B de X . Nous de´finissons comme
pre´ce´demment Y , π et λ.
Expliquons comment adapter les constructions locales du nume´ro 2.1. Comme alors,
choisissons une extension finie et se´parable K de k. Soit P ∈ k[T ] le polynoˆme minimal
unitaire d’un e´le´ment primitif de cette extension et notons t le point de P1,ank de´fini par
l’annulation de ce polynoˆme.
Reprenons, a` pre´sent, le raisonnement du nume´ro 2.1.1. A` cet effet, choisissons un
entier n supe´rieur ou e´gal a` 2 et premier a` p et supposons que le corps K contient une
racine primitive ne`me de l’unite´. Par hense´lianite´, elle se rele`ve, dans l’anneau local au
point t, en une racine primitive ne`me de l’unite´, que nous noterons ζ. Les proprie´te´s du
flot assurent qu’elle est de´finie sur l’ouvert
{
y ∈ P1,ank
∣∣∣ |P (y)| < 1
}
.
Soit α un e´le´ment de O(B). Insistons sur le fait que nous ne supposons plus qu’il soit




y ∈ Y (B)
∣∣ |P (y)| < 1} .
Puisque le corps k est trivialement value´, le rayon de convergence de la se´rie (1+T )1/n
est e´gal a` 1 et le reveˆtement associe´ a` F est trivial au-dessus de l’ouvert
V ′t (B) =
{
y ∈ V (B)
∣∣ |α(y)| < |P (y)|n} .
Supposons, en outre, que l’e´le´ment α est de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1
en tout point de B. Alors, le comple´mentaire de la partie V ′t (B) dans Vt(B) est ferme´
dans Y (B).
Pour assurer l’irre´ductibilite´ du reveˆtement associe´ au faisceau F , nous remplac¸ons
la condition (CGI) par la condition suivante : l’ouvert B est limite inductive d’espaces
affino¨ıdes ge´ome´triquement inte`gres. Le re´sultat du lemme 2.7 vaut alors encore.
Passons aux re´sultats du nume´ro 2.1.2. Supposons donc que p est un nombre premier




y ∈ Y (B)
∣∣ |P (y)| < 1} .
Les proprie´te´s du flot permettent de pre´ciser le domaine de de´finition des racines du
polynoˆme P0(S0). Notons B0 le lieu d’annulation de α dans B. Supposons qu’il ne soit
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pas vide et que pour tout point b de B ve´rifiant |α(b)| < 1 et tout voisinage B+ de B0,
le flot joigne le point b a` un point de B+ (c’est en particulier le cas de`s que la partie B
est stable par le flot, que l’e´le´ment α est de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1 en
tout point de B et s’annule sur B). Posons
V ′t (B) =
{
y ∈ V (B)
∣∣ |α(y)| < 1 et |P (y)| < 1} .
Les proprie´te´s du flot assurent que le reveˆtement associe´ a` F est encore trivial sur une
partie V ′t (B) de Vt(B) dont le comple´mentaire dans Vt(B) est ferme´. Si l’e´le´ment α est de
valeur absolue strictement infe´rieure a` 1 en tout point de B, nous pouvons meˆme choisir
la partie V ′t (B) de fac¸on que son comple´mentaire dans Vt(B) soit ferme´ dans Y (B).
Dans la preuve du the´ore`me 2.10, il faut finalement remplacer le re´sultat de type
GAGA du corollaire A.6 par celui du corollaire A.7.
Nous obtenons finalement le re´sultat suivant :
The´ore`me 2.16. — Soient k un corps. Munissons-le de la valeur absolue triviale.
Soient X un espace de Zariski d’un espace affine k-analytique et B une partie ouverte
de X stable par le flot qui soit limite inductive d’espaces affino¨ıdes ge´ome´triquement
inte`gres. Supposons que pour tout nombre premier q diffe´rent de la caracte´ristique du
corps k et tout entier r ∈ N∗, il existe une famille infinie Kqr de corps deux a` deux
non isomorphes satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
i) tout e´le´ment de Kqr est une extension finie et se´parable de k contenant une racine
primitive (qr)e`me de l’unite´ ;
ii) pour tout e´le´ment K de Kqr , il existe un e´le´ment x de B et un e´le´ment α de O(B)
de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1 en tout point de B et qui s’annule
sur B tels que les corps K et Frac(Ox) soient line´airement disjoints et le polynoˆme
Sq
r
− α soit irre´ductible sur leur compositum.
Si la caracte´ristique du corps k est un nombre premier p, supposons en outre qu’il existe
une famille infinie Kp de corps deux a` deux non isomorphes satisfaisant les proprie´te´s
suivantes :
i) tout e´le´ment de Kp est une extension finie et se´parable de k ;
ii) pour tout e´le´ment K de Kp, il existe un e´le´ment x de B et un e´le´ment α de O(B)
de valeur absolue strictement infe´rieure a` 1 en tout point de B et qui s’annule
sur B tels que les corps K et Frac(Ox) soient line´airement disjoints et le polynoˆme
Sp − α soit irre´ductible sur leur compositum.
Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps
Frac(O(B))(T ).
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Remarque 2.17. — De nouveau, le re´sultat de ce the´ore`me est connu, puisque le
corps Frac(O(B)) contient un corps de se´ries de Laurent sur k (engendre´ par l’un des
e´le´ments α).
Corollaire 2.18. — Soit k un corps. Notons k+∞,1− [[U1, U2]] le sous-anneau de k[U1][[U2]]





qui ve´rifient la condition
∀r > 0, ∀s ∈ [0, 1[, lim
n→+∞
(rdeg(an) sn) = 0.
Alors, tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps
Frac(k+∞,1− [[U1, U2]])(T ).
De´monstration. — Appliquons le the´ore`me 2.11 en choisissant pour espace X l’espace
analytique de dimension deux A2,ank , dont nous noterons U1 et U2 les variables, et pour




∣∣∣ |U2(x)| < 1
}
.
Cette partie est stable par le flot et nous avons O(B) = k+∞,1− [[U1, U2]].
Soit K une extension finie du corps k. Choisissons pour point x le point de co-
ordonne´es (0, 0) : l’anneau local Ox est isomorphe a` k[[U1, U2]]. Par conse´quent, les
corps K et Frac(Ox) sont line´airement disjoints sur k. Choisissons pour fonction α la
fonction U2 : pour tout entier n ≥ 1, le polynoˆme S
n − U2 est irre´ductible sur le corps
Frac(Ox)⊗kK ≃ K[[U1, U2]]. Les hypothe`ses du the´ore`me 2.11 sont donc satisfaites. On
en de´duit le re´sultat attendu.
Ce dernier e´nonce´ peut surprendre, puisqu’il de´coule directement du corollaire 2.14.
En effet, le corps Frac(kr−,1− [[U1, U2]]) contient le corps k((U2)). Il pre´sente cependant
un inte´reˆt dans le cadre de l’analogie entre corps de fonctions et corps de nombres.
La droite analytique sur un corps trivialement value´ est proche, a` bien des e´gards,
du spectre analytique – espace analytique de dimension 0 – d’un anneau d’entiers de
corps de nombres (cf. annexe B). Il semble donc raisonnable d’envisager que le re´sultat
du corollaire pre´ce´dent reste vrai en remplac¸ant l’anneau kr−,1− [[U1, U2]] par l’anneau
du disque ouvert de rayon 1 au-dessus du spectre d’un anneau d’entiers de corps de
nombres. Signalons que les constructions effectue´es peuvent effectivement eˆtre mene´es
dans ce cadre. Pour conclure, seuls manquent encore les the´ore`mes du type GAGA sur
les espaces de Berkovich au-dessus des anneaux d’entiers de corps de nombres.
Conjecture 2.19. — Soient K un corps de nombres, A l’anneau de ses entiers et Σ∞
l’ensemble des plongements de K dans C. Notons A1− [[X ]] le sous-anneau de A[[X ]]
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compose´ des se´ries f telles que, pour tout σ ∈ Σ∞, la se´rie a` coefficients complexes σ(f)
a un rayon de convergence supe´rieur ou e´gal a` 1. Alors, tout groupe fini est groupe de
Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(A1− [[X ]])(T ).
Remarque 2.20. — Nous ignorons si le corps Frac(A1− [[X ]]) est fertile, meˆme lorsque
l’anneau A est l’anneau Z des entiers.
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3. Proble`me inverse de Galois sur un disque relatif
Soit A un anneau d’entiers de corps de nombres. Nous allons maintenant appliquer la
strate´gie de raccord de´crite a` la section 1 dans le cadre des espaces de Berkovich sur A
(cf. annexe B). Plus pre´cise´ment, un groupe fini G e´tant donne´, nous allons construire




∣∣∣ |T (x)| < 1
}
.
Cela indique que la troisie`me e´tape de notre de´monstration diffe´rera fondamentalement
de la troisie`me e´tape de la de´monstration du cas complexe. En effet, le disque D est un
espace affine et non plus projectif comme l’e´tait P1(C). En particulier, les the´ore`mes
GAGA n’y sont pas valables. Nous utiliserons, pour les remplacer, le caracte`re Stein du
disque D.
Nous noterons X = A1,anA et, pour tout ide´al maximal m de A,
Dm = D ∩ π
−1([a0, a˜m]) et D
′
m
= D ∩ π−1(]a0, a˜m]).
Ces deux parties sont connexes.
3.1. Construction locale de reveˆtements cycliques
Dans le cas complexe, la construction locale e´tait particulie`rement simple car nous
disposions de racines primitives de l’unite´ de tout ordre. Elle ne sera gue`re plus difficile
ici puisque, comme nous allons l’expliquer, un entier n ≥ 1 e´tant donne´, il existe toujours
une branche de M(A), et meˆme une infinite´, dont l’anneau des fonctions contient une
racine primitive ne`me de l’unite´.
Soient n ≥ 1 un entier, p un nombre premier congru a` 1 modulo n et m un ide´al
maximal de A contenant p. Notons Aˆm le comple´te´ de l’anneau A pour la topologie
m-adique. Soit πm une uniformisante de l’anneau Aˆm. Posons
Q(S) = Sn − πn
m
− T ∈ O(D′
m
)[S].
De´finissons un pre´faisceau F sur D′
m
en posant, pour toute partie ouverte W de D′
m
,
F (W ) = O(W )[S]/(Q(S))
et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau O. Le caracte`re
unitaire du polynoˆme Q assure que F est un faisceau de OD′
m
-alge`bres cohe´rent. Nous
conside´rons ce faisceau comme l’image directe du faisceau d’un reveˆtement fini de D′
m
.
Le re´sultat classique qui suit explique le choix des entiers n et p.
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Lemme 3.1. — L’anneau Zp contient une racine primitive n
e`me de l’unite´ et, pour
tout i ∈ N, nous avons Ci1/n ∈ Zp.
Soit ζ ∈ Aˆm une racine primitive n




∣∣ |T (x)| < |πm(x)|n
}
.
Le re´sultat suivant affirme que le reveˆtement de D′
m
associe´ au faiseau F est trivial
au-dessus de l’ouvert U .
Proposition 3.2. — Il existe un isomorphisme de OU -alge`bres
ϕ : F → On
tel que, pour tout ouvert V de U et tout e´le´ment s de F (V ), nous ayons
ϕ(ζs) = τ(ϕ(s)),
ou` τ de´signe l’automorphisme du faisceau On qui consiste a` faire agir la permutation
cyclique (1 2 · · · n) sur les coordonne´es.
De´monstration. — En utilisant le lemme pre´ce´dent, on montre que la fonction π−n
m
T
posse`de une racine ne`me dans O(U). Nous la noterons ω. On en de´duit l’e´galite´





(S − πm ζ
j ω) dans O(U)[S].




R(πm ω), R(πm ζ
−1 ω), . . . , R(πm ζ
−(n−1) ω)
)
est un isomorphisme. On ve´rifie imme´diatement qu’il satisfait la condition requise.
De´montrons, a` pre´sent, que le reveˆtement est irre´ductible.
Lemme 3.3. — Le polynoˆme Q(S) = Sn−πn
m
−T est irre´ductible sur le corps Frac(O(D′
m
)).
En particulier, l’anneau F (D′
m
) est inte`gre.
De´monstration. — Notons zm le point 0 de la fibre π
−1(a˜m). D’apre`s la discussion
mene´e a` la fin de la section B, l’anneau local en ce point est isomorphe a` l’anneau Aˆm[[T ]].
Commenc¸ons par montrer que le polynoˆme Q(S) est irre´ductible sur le corps Frac(Ozm).
Pour des raisons de valuation T -adique, l’e´le´ment πn
m
+ T de Aˆm[[T ]] n’est racine d
e`me
dans Aˆm[[T ]] pour aucun diviseur d ≥ 2 de n. D’apre`s la the´orie de Kummer, cela impose
au polynoˆme Q(S) d’eˆtre irre´ductible sur Frac(Ozm). Les meˆmes arguments que dans
la preuve du lemme 2.7 permettent alors de conclure.
Nous pouvons meˆme eˆtre plus pre´cis et de´montrer un principe du prolongement
analytique.
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Lemme 3.4. — Soient x un point de U et i un e´le´ment de [[1, n]]. Le morphisme












ou` pi est la projection sur le i
e`me facteur, est injectif.









repre´sente la section s. Reprenons les notations de la preuve de la proposition 3.2. Par
hypothe`se, nous avons
R(πm ζ
−i ω) = 0 dans Ox.
Pour montrer que l’e´le´ment s est nul, il suffit de montrer que le polynoˆme Q(S) est
le polynoˆme minimal de l’e´le´ment πm ζ
−i ω sur le corps Frac(O(D′
m
)). C’est bien le




Terminons par un re´sultat topologique.







∣∣ |T (x)| ≥ |πm(x)|n
}
est ferme´e dans le disque D.
De´monstration. — Il suffit de montrer que F est ferme´e dansDm puisque cette dernie`re
partie est elle-meˆme ferme´e dans D. En d’autres termes, nous souhaitons montrer que
la partie
V = U ∪ (D ∩ π−1(a0))
est ouverte dansDm. Puisque U est une partie ouverte de Dm, il suffit de montrer que V
est voisinage dans Dm de chacun des points de D ∩ π
−1(a0).
Soit x un point de D ∩ π−1(a0). Posons r = |T (x)|. C’est un e´le´ment de l’inter-




> s. La partie {




∣∣ |T (y)| < s}
est un voisinage ouvert du point x dans Dm qui est contenu dans V .
3.2. Raccord et retour a` l’alge`bre
Soit G un groupe fini. Notons n ∈ N∗ son ordre. Soient g1, . . . , gt, avec t ∈ N
∗, des
ge´ne´rateurs du groupe G. Pour tout e´le´ment i de [[1, t]], notons ni l’ordre de l’e´le´ment gi,
choisissons un nombre premier pi congru a` 1 modulo ni et un ide´al maximal mi de A
contenant pi. Nous pouvons supposer que les mi sont distincts.
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Soit i un e´le´ment de [[1, t]]. Construisons par la me´thode du nume´ro 3.1 un reveˆtement
galoisien de groupe Z/niZ. Il est de´fini au-dessus de D
′
mi











) le G-reveˆtement induit (cf. section 1).




dans D. De´finissons une partie ouverte de D par




On se convainc aise´ment qu’elle est connexe. Conside´rons le G-reveˆtement IndG〈e〉(U0)
induit par le reveˆtement trivial au-dessus de U0. Recollons ces diffe´rents reveˆtements
par la me´thode de´crite au nume´ro 1. Nous obtenons un reveˆtement de D, galoisien de
groupe G, associe´ a` un faisceau G . On montre a` l’aide du lemme 3.4 qu’il est inte`gre,
c’est-a`-dire que l’anneau G (D) est inte`gre.
Nous disposons, a` pre´sent, d’un reveˆtement du disque D posse´dant le groupe de Ga-
lois de´sire´ G. Il nous reste a` montrer que l’extension induite entre les corps de fonctions
est galoisienne de meˆme groupe. Nous utiliserons, pour ce faire, le caracte`re Stein du
disque D (cf. the´ore`me B.4).
Proposition 3.6. — Le groupe des automorphismes de O(D)-alge`bres du faisceau G (D)
est isomorphe a` G.
De´monstration. — Soient A etB deux faisceaux de OD-alge`bres cohe´rents. Conside´rons
l’application
MorO(A ,B)→ MorO(D)(A (D),B(D)).
Elle est bijective car les faisceaux A et B satisfont le the´ore`me A sur D.
Par construction, le groupe des automorphismes de OD-alge`bres du faisceau G est
isomorphe a` G. On en de´duit le re´sultat attendu.
Il reste a` montrer que l’extension O(D) → G (D) est entie`re. Puisque les the´ore`mes
du type GAGA ne sont pas valables dans ce cadre, nous utiliserons un raisonnement
direct.
Lemme 3.7. — Tout e´le´ment de G (D) annule un polynoˆme unitaire a` coefficients
dans O(D) de degre´ infe´rieur a` n.
De´monstration. — Soit s un e´le´ment de G (D). Nous supposerons, tout d’abord, qu’il
existe un point x0 de U0 tel que toutes les coordonne´es de son image sx0 dans Gx0 =
OnX,x0 soient distinctes. Puisque l’ouvert U0 est connexe, le principe du prolongement
analytique (cf. the´ore`me B.3) assure qu’en tout point x de U0, toutes les coordonne´es
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du germe sx sont distinctes. Notons a1, . . . , an les coordonne´es de l’image de s dans





(Z − al) ∈ O(U0)[Z].
En tout point x de U0, l’image du polynoˆme M est l’unique polynoˆme unitaire de degre´
infe´rieur a` n a` coefficients dans Ox qui annule le germe sx.





. Montrons, par re´currence,
que pour tout e´le´ment j de [[0, t]], il existe un polynoˆme unitaire Nj de degre´ n a` coeffi-
cients dans O(Vj) qui annule l’e´le´ment s|Vj de G (Vj). Nous avons de´ja` traite´ le cas j = 0.
Soit maintenant un e´le´ment j de [[0, t− 1]] pour lequel l’hypothe`se de re´currence est
ve´rifie´e. L’e´le´ment s|D′
mj+1






j+1 − T )
est annule´ par un polynoˆme unitaire Mj+1 de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients dans le
corps O(D′
mj+1
). Soit x un e´le´ment de Uj+1 = D
′
mj+1
∩ U0. Nous avons de´montre´ qu’il
existe un unique polynoˆme unitaire de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients dans Ox qui
annule le germe sx. On en de´duit que les images des polynoˆmes Nj et Mj+1 dans Ox[Z]
co¨ıncident. L’ouvert Uj+1 e´tant connexe, d’apre`s le the´ore`me B.3, les images de ces
polynoˆmes dans O(Uj+1)[Z] co¨ıncident. On en de´duit que le polynoˆme Nj se prolonge
en un polynoˆme unitaire Nj+1 de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients dans O(Vj+1) qui
annule l’e´le´ment s|Vj+1 de G (Vj+1).
On de´duit finalement le re´sultat attendu du cas j = t.
Soit x0 un point de l’ouvert U0. La fibre du faisceau G au point x0 est isomorphe
a` l’alge`bre Onx0 . D’apre`s le the´ore`me B.4, le faisceau G ve´rifie le the´ore`me A sur le
disque D. On en de´duit qu’il existe un e´le´ment s0 de G (D) dont toutes les coordonne´es
de l’image dans la fibre Gx0 = O
n
x0 sont distinctes.
Soit s un e´le´ment de G (D). Il existe un e´le´ment λ de O(D) tel que toutes les co-
ordonne´es du germe de la section s1 = s + λs0 au point x0 soient distinctes. Le rai-
sonnement qui pre´ce`de montre qu’il existe deux polynoˆmes unitaires P0 et P1 de degre´
infe´rieur a` n a` coefficients dans O(D) qui annulent respectivement les sections s0 et s1.
On en de´duit qu’il existe un polynoˆme unitaire P de degre´ infe´rieur a` n a` coefficients
dans O(D) qui annule la section s.
Lemme 3.8. — L’anneau A est alge´briquement ferme´ dans l’anneau G (D).
De´monstration. — Soit P un polynoˆme unitaire a` coefficients dans A sans racines
dans A. Supposons, par l’absurde, qu’il existe une section s de G (D) qui est racine
du polynoˆme P . Notons z0 le point 0 de la fibre π
−1(a0) de l’espace X . C’est un point
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de l’ouvert U0. Notons a la premie`re coordonne´e de l’image du germe sz0 par l’isomor-
phisme Gz0
∼
−→ Otz0 . C’est un e´le´ment de Oz0 qui ve´rifie l’e´galite´ P (a) = 0. D’apre`s
la discussion mene´e a` la fin de la section B, l’anneau local Oz0 se plonge dans l’an-
neau K[[T ]]. On en de´duit que le polynoˆme P posse`de une racine dans l’anneau K[[T ]]
et donc dans le corps K. Puisque l’anneau A est alge´briquement ferme´ dans le corps K,
cette racine doit appartenir a` A. Nous avons abouti a` une contradiction. On en de´duit
le re´sultat annonce´.
Introduisons une de´finition correspondant a` cette proprie´te´.
De´finition 3.9. — Une extension L du corps Frac(O(D)) est dite re´gulie`re si le corps K
est alge´briquement ferme´ dans L.
Regroupons, a` pre´sent, les re´sultats obtenus.
Proposition 3.10. — L’extension de corps
Frac(O(D))→ Frac(G (D))
est finie de degre´ n, re´gulie`re et galoisienne de groupe G.
De´monstration. — L’extension Frac(O(D)) → Frac(G (D)) est finie et de degre´ infe´-
rieur a` n d’apre`s le lemme 3.7. Elle est re´gulie`re d’apre`s le lemme 3.8. On de´duit de
la proposition 3.6 qu’il existe un morphisme injectif du groupe G dans le groupe des
Frac(O(D))-automorphismes du corps Frac(G (D)). Or le groupe G a pour cardinal n.
On en de´duit que l’extension Frac(O(D)) → Frac(G (D)) est exactement de degre´ n,
qu’elle est galoisienne et que son groupe de Galois est isomorphe au groupe G.
Remarque 3.11. — Puisque le disque D est connexe, les the´ore`mes B.3 et B.4 as-
surent que l’anneau des sections me´romorphes globales M (D) est un corps isomorphe a`
Frac(O(D)). L’extension Frac(O(D))→ Frac(G (D)) est donc bien l’extension obtenue
a` partir du reveˆtement du disque D associe´ au faisceau G en passant aux corps de
fonctions.
3.3. Conclusion et ge´ne´ralisations
Regroupons, a` pre´sent, les re´sultats que nous avons obtenus. Puisque nous sommes
partis d’un groupe fini G arbitraire, nous avons finalement de´montre´ que tout groupe
fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(O(D)). D’apre`s
la description de l’anneau O(D) donne´e a` la fin de la section B, ce dernier est isomorphe
au corps Frac(A1− [[T ]]), ou` A1− [[T ]] de´signe l’anneau des se´ries en une variable a` coef-
ficients dans A de rayon de convergence complexe supe´rieur ou e´gal a` 1 en toute place
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infinie. Lorsque A = Z, nous retrouvons bien ainsi le re´sultat de D. Harbater (cf. [14],
corollary 3.8) e´nonce´ en introduction.
The´ore`me 3.12. — Soit A un anneau d’entiers de corps de nombres. Tout groupe fini
est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(A1− [[T ]]).
Remarque 3.13. — Pour tout r > 1, l’anneau Ar− [[T ]] des se´ries en une variable a`
coefficients dans A de rayon de convergence complexe supe´rieur ou e´gal a` r en toute place
infinie (une seule suffirait) est re´duit a` l’anneau de polynoˆmes A[T ]. Si nous disposions
du the´ore`me pre´ce´dent pour un certain nombre re´el r > 1, nous aurions donc re´solu le
proble`me inverse de Galois ge´ome´trique sur K.
Pour finir, nous regroupons plusieurs re´sultats proches de celui du the´ore`me 3.12.
Les de´monstrations en sont fort similaires et nous n’indiquerons que les modifications
a` effectuer.
Ainsi que nous l’avons de´ja` signale´, le spectres analytique d’un anneau d’entiers de
corps de nombres pre´sente de nombreuses similitudes avec la droite analytique sur un
corps trivialement value´. C’est donc, tout d’abord, dans ce cadre que nous allons nous
placer. Soit k un corps. Munissons-le de la valeur absolue triviale afin d’en faire un corps
ultrame´trique complet. Conside´rons, maintenant, l’espace A2,ank , analogue de A
1,an
A .
Nous noterons U et T les coordonne´es sur cet espace.
Lorsque la caracte´ristique du corps k est nulle, pour tout entier n ≥ 1, il existe une
infinite´ de branches de la droite A1,ank dont l’anneau des fonctions contient une racine




∣∣ |T (x)| < 1
}
.
En appliquant le raisonnement suivi dans cette section, nous de´montrons que tout
groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(O(Dk)).
Par re´gulie`re, nous entendons ici que le corps k(U) est alge´briquement ferme´ dans l’ex-
tension en question.
Supposons, a` pre´sent, que le corps k est de caracte´ristique p, ou` p est un nombre
premier. Dans ce cas, la construction des reveˆtements cycliques locaux est plus com-
plexe. Cependant, il est possible de la mener a` bien en faisant appel aux extensions
d’Artin-Schreier-Witt, comme nous l’avons de´ja` fait au nume´ro 2.1. Il est plus difficile
de montrer qu’un tel reveˆtement est trivial sur une partie dont le comple´mentaire est
ferme´ dans Dk, mais les proprie´te´s du flot nous permettent d’y parvenir.
En utilisant une description explicite de l’anneau O(Dk), nous obtenons finalement
le re´sultat suivant :
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The´ore`me 3.14. — Soit k un corps. Notons k+∞,1− [[U, T ]] le sous-anneau de k[U ][[T ]]




qui ve´rifient la condition
∀r > 0, ∀s ∈ [0, 1[, lim
n→+∞
(rdeg(an) sn) = 0.
Tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension finie et re´gulie`re du corps Frac(k+∞,1− [[U, T ]]).
Remarque 3.15. — Le the´ore`me pre´ce´dent nous permet, en particulier, de re´aliser,
pour tout corps k, tout groupe fini comme groupe de Galois sur le corps des fractions
de k[U ][[T ]]. Nous e´tendons ainsi des re´sultats de D. Harbater (cf. [12], corollary 1.4 et
corollary 1.5).
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Annexe A
The´ore`mes GAGA relatifs sur un affino¨ıde
Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour laquelle il est complet,
A une alge`bre k-affino¨ıde et X un sche´ma localement de type fini sur A . Dans [2], 2.6,
V. Berkovich a de´fini, de manie`re fonctorielle, l’analytifie´ Xan du sche´ma X . Il vient
avec un morphisme d’espaces localement annele´s Xan → X , qui est plat et surjectif
(cette dernie`re proprie´te´ tombe e´videmment en de´faut dans le cas complexe). A` tout
faisceau de OX -modulesF , nous pouvons associer, par re´trotirette, un faisceau de OXan-
modules, que nous noterons F an. Remarquons que l’analytifie´ d’un faisceau cohe´rent
est encore cohe´rent.
Dans la ligne´e des the´ore`mes GAGA de J.-P. Serre (cf. [23] et [8], expose´ XII), nous
allons nous inte´resser aux proprie´te´s du foncteur d’analytification lorsque l’espace X
est propre. Pre´cise´ment, nous allons de´montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me A.1. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour la-
quelle il est complet, A une alge`bre k-affino¨ıde et X un A -sche´ma propre. Alors
i) pour tout faisceau de OX-modules cohe´rent F et tout entier q ∈ N, le morphisme
Hq(X,F )→ Hq(Xan,F an)
est un isomorphisme ;
ii) le foncteur d’analytification
F → F an
induit une e´quivalence entre la cate´gorie des OX-modules cohe´rents et celle des
OXan-modules cohe´rents.
La preuve originale de J.-P. Serre, qui concerne l’analytification complexe, peut eˆtre
adapte´e a` notre contexte sans difficulte´s majeures. Signalons que le the´ore`me pre´ce´dent
a d’ailleurs de´ja` e´te´ obtenu par U. Ko¨pf dans le cadre de la ge´ome´trie rigide (cf. [17])
et par A. Ducros en ge´ne´ral, dans un texte ine´dit. Nous en re´digeons cependant une
de´monstration pour la commodite´ du lecteur, sans pre´tendre aucunement a` l’originalite´.
Comme dans le cas complexe, on se rame`ne a` de´montrer le the´ore`me pour un espaceX
de la formePr
A
et on utilise les re´sultats classiques concernant les faisceaux cohe´rents sur
un tel espace. Deux proprie´te´s joueront un roˆle essentiel dans la preuve : la platitude du
morphisme Xan → X et la finitude cohomologique des morphismes propres. Ce dernier
point prend la forme du the´ore`me suivant :
The´ore`me A.2. — Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour la-
quelle il est complet, A une alge`bre k-affino¨ıde et X un A -espace analytique propre.
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Pour tout faisceau de OX -modules cohe´rent et tout entier naturel q, le A -module H
q(X,F )
est un A -module de Banach de type fini.
Ce re´sultat a e´te´ de´montre´ par R. Kiehl dans le cas d’un corps de valuation non
triviale et d’objets strictement affino¨ıdes (cf. [16], Theorem 3.3). Il a e´te´ e´tendu au cas
ge´ne´ral par V. Berkovich (cf. [1], proposition 3.3.5).
Indiquons pour finir le seul ve´ritable ajout que nous avons duˆ faire a` la preuve
de J.-P. Serre (et qui figure chez A. Ducros) : il s’agit du lemme A.4, un re´sultat de
changement de base, utilise´ pour pallier le fait qu’un point de l’espace k-analytiquePr,ank
n’est pas toujours situe´ sur un hyperplan.
A.1. De´monstration
Commenc¸ons par quelques re´ductions classiques. En utilisant le lemme de Chow (cf.
[7], the´ore`me 5.6.1), on montre qu’il suffit de prouver le the´ore`me dans le cas ou` X
est un sche´ma projectif sur A . Dans le cas complexe, les de´tails de l’argument figurent
dans l’expose´ XII de [8] ; un raisonnement en tout point semblable vaut ici.
SiX est un sche´ma projectif sur A , il existe une immersion ferme´e ϕ : X → Pr
A
, pour
un certain entier naturel r. Pour tout faisceau de OX -modules cohe´rent F , le faisceau
de OPr
A
-modules ϕ∗(F ), qui n’est autre que le prolongement de F par ze´ro, est encore
cohe´rent. On ve´rifie que cette ope´ration de prolongement commute a` l’analytification
et pre´serve la cohomologie. En outre, elle posse`de un inverse a` gauche : la restriction
a` Y . En utilisant ces proprie´te´s, on montre qu’il suffit de prouver le the´ore`me dans le
cas ou` X est un espace projectif sur A . C’est ce que nous supposerons de´sormais.
A.1.1. Assertion i) lorsque F = O(n)
Nous allons de´montrer, par re´currence sur r, que, pour tout entier naturel r et tout
entier relatif n, l’assertion i) du the´ore`me est vraie lorsque X = Pr
A
et F = OX(n).
Pour r = 0, le re´sultat de´coule du the´ore`me d’acyclicite´ de Tate.
Soit r ∈ N tel que le re´sultat soit vrai pour Pr
A
. PosonsX = Pr+1
A
. Soit t une section
non nulle du fibre´ OX(1) et Y l’hyperplan de X (isomorphe a` P
r
A
) qu’elle de´finit. Nous
noterons OY a` la fois le faisceau structural sur Y et son prolongement par ze´ro a` X .
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, pour tout entier q ∈ N, le morphisme
Hq(X,OY (n)) = H
q(Y,OY (n))→ H
q(Y an,OY an(n)) = H
q(Xan,OY an(n))
est un isomorphisme.
Pour tout n ∈ Z, la multiplication par t de´finit une suite exacte courte
0→ OX(n− 1)→ OX(n)→ OY (n)→ 0.
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En e´crivant la suite exacte longue associe´e et en utilisant le lemme des cinq, on montre
que l’on a un isomorphisme Hq(X,OX(n)) ≃ H
q(Xan,OXan(n)) pour tout q ∈ N si, et
seulement si, on a un isomorphisme Hq(X,OX(n − 1)) ≃ H
q(Xan,OXan(n − 1)) pour
tout q ∈ N.
Un calcul explicite montre que l’on a Hq(X,OX) ≃ H
q(Xan,OXan) pour tout q ∈ N.
On en de´duit le re´sultat annonce´.
A.1.2. Assertion i) en ge´ne´ral
Soit r ∈ N. PosonsX = Pr
A
. Nous allons de´montrer, par une re´currence descendante
sur q, que, pour tout entier naturel q, l’assertion i) du the´ore`me est vraie pour Hq.
Si q > r, pour tout faisceau de OX -modules cohe´rent F , les groupes H
q(X,F ) et
Hq(Xan,F an) sont tous deux nuls, et le re´sultat est vrai.
Soit q ∈ N∗ tel que le re´sultat soit vrai pour Hq. Soit F un faisceau de OX -modules
cohe´rent. Nous pouvons l’inse´rer dans une suite exacte de faisceaux de OX -modules
cohe´rents
0→ R → L → F → 0,
ou` L est somme directe de faisceaux isomorphes a` O(n), avec n ∈ Z.
Inse´rons le faisceau R dans une suite exacte courte du meˆme type
0→ R′ → L ′ → R → 0.
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence et le nume´ro A.1.1, le re´sultat vaut pour le faisceau R′




Pour les meˆmes raisons que pre´ce´demment, nous savons en outre que le re´sultat vaut
pour le faisceau R en rang q et pour le faisceau L en rangs q et q − 1. Une nouvelle
application du lemme des cinq assure alors que le morphisme
Hq−1(X,F )→ Hq−1(Xan,F an)
est bijectif.
A.1.3. Pleine fide´lite´ du foncteur F → Fan
Soit X un espace projectif sur A . Soient F et G deux faisceaux de OX -modules
cohe´rents. Soit xan un point de Xan. Notons x son image dans X .
Nous disposons des isomorphismes
H om(F ,G )anxan ≃ Hom(F ,G )x ⊗OX,x OXan,xan
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et
H om(F an,G an)xan ≃ Hom(Fx ⊗OX,x OXan,xan ,Gx ⊗OX,x OXan,xan).
La platitude du morphisme naturel Xan → X entraˆıne que le morphisme
H om(F ,G )an → H om(F an,G an)
est un isomorphisme.
On conclut en appliquant le re´sultat de l’assertion i) du the´ore`me au faisceau cohe´rent
H om(F ,G ) et a` l’entier q = 0.
A.1.4. Surjectivite´ essentielle du foncteur F → Fan
Nous allons de´montrer, par re´currence sur r, que, pour tout entier naturel r, le
foncteur F → F an est essentiellement surjectif lorsque X = Pr
A
.
Lorsque r = 0, le re´sultat est classique (cf. [1], proposition 2.3.1).
Soit r ∈ N tel que le re´sultat soit vrai pour le sche´ma Pr
A
. Posons X = Pr+1
A
.
Commenc¸ons par une se´rie de lemmes.
Lemme A.3. — Pour tout hyperplan projectif Y de X et tout faisceau de OXan-modules
cohe´rent N , il existe un entier n0 tel que
∀n ≥ n0, ∀q ≥ 1, H
q(Y an,N|Y an(n)) = 0.
De´monstration. — On de´montre ce re´sultat en appliquant l’hypothe`se de re´currence
au faisceau N|Y an , puis en utilisant le re´sultat analogue pour les sche´mas projectifs et
les isomorphismes fournis par l’assertion i) du the´ore`me.
Lemme A.4. — Soit L une extension value´e comple`te de k. Notons π : XanL → X
an
le morphisme de projection. Soient x un point de Xan et xL l’un de ses ante´ce´dents
par le morphisme π. Soit F un faisceau de OXan-modules cohe´rent. Supposons que la
fibre π∗(F )xL soit engendre´e par l’ensemble des sections globales de π
∗(F ). Alors, la
fibre Fx est engendre´e par l’ensemble des sections globales de F .
De´monstration. — D’apre`s le the´ore`me A.2, F (Xan) est un A -module de Banach fini.
Conside´rons une famille (f1, . . . , fr), avec r ∈ N, qui l’engendre. Notons G le conoyau
du morphisme OrXan → F de´fini par cette famille. Puisque le produit tensoriel est exact
a` droite, le faisceau π∗(G ) est le conoyau du morphisme OrXan
L
→ π∗(F ) de´fini par la
famille (π∗(f1), . . . , π
∗(fr)).
L’exactitude du foncteur ·⊗ˆkL assure que les (A ⊗ˆkL)-modules π
∗(F )(XanL ) et F (X
an)⊗ˆkL
sont isomorphes. En particulier, la famille (π∗(f1), . . . , π
∗(fr)) engendre π
∗(F )(XanL ).
Puisque, par hypothe`se, cet ensemble engendre π∗(F )xL , la fibre π
∗(G )xL ≃ Gx⊗OXan,x
OXan
L
,xL est nulle. A fortiori, nous avons Gx ⊗OXan,x κ(xL) = 0. Puisque Gx ⊗OXan,x
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κ(xL) ≃ Gx ⊗OXan,x κ(x)⊗κ(x) κ(xL), nous avons meˆme Gx ⊗OXan,x κ(x) = 0, d’ou` l’on
de´duit que Gx = 0, par le lemme de Nakayama.
Lemme A.5. — Soient N un faisceau de OXan-modules cohe´rent et x un point de X
an.
Il existe un entier naturel n0 tel que, pour tout n ≥ n0, la fibre N (n)x soit engendre´e
par l’ensemble des sections globales de N (n).
De´monstration. — D’apre`s le lemme A.4, quitte a` effectuer un changement de corps
de base de k a` H (x) (et a` modifier les autres donne´es en conse´quence), nous pouvons
supposer que le point x est k-rationnel. Il est alors situe´ sur l’analytifie´ Y an d’un certain
hyperplan projectif Y de X .
Soit t une section de OX(1) de lieu des ze´ros Y . La multiplication par t de´finit une
suite exacte
0→ N ′ → N (−1)→ N → N|Y an → 0,
ou` N ′ est un faisceau de OXan -modules cohe´rent supporte´ par Y
an.
Soit n ∈ Z. En tensorisant la suite pre´ce´dente par OXan(n) puis en la scindant, nous
obtenons les deux suites exactes courtes
0→ N ′(n)→ N (n− 1)→ Pn → 0
et
0→ Pn → N (n)→ N|Y an(n)→ 0,
qui donnent naissance aux deux suites exactes de cohomologie
H1(Xan,N (n− 1))→ H1(Xan,P(n))→ H2(Xan,N ′(n))
et
H1(Xan,Pn)→ H
1(Xan,N (n))→ H1(Xan,N|Y an(n)).
D’apre`s le lemme A.3, il existe un entier n1 tel que, pour tout n ≥ n1, les groupes
de cohomologie
H2(Xan,N ′(n)) et H1(Xan,N|Y an(n))
soient nuls et, par conse´quent, le morphisme compose´
H1(Xan,N (n− 1))→ H1(Xan,Pn)→ H
1(Xan,N (n))
soit surjectif.
Le morphisme Xan →M(A ) e´tant propre, le the´ore`me A.2, assure que le A -module
H1(Xan,N (n1 − 1)) est de type fini, et donc noethe´rien. On en de´duit qu’il existe un
entier n2 ≥ n1 tel que, pour tout n ≥ n2, le morphisme
H1(Xan,N (n− 1))→ H1(Xan,N (n))
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soit un isomorphisme. Par conse´quent, pour tout n ≥ n2, le morphisme surjectif
H1(Xan,Pn)→ H
1(Xan,N (n))
est bijectif, d’ou` l’on de´duit, en conside´rant la suite exacte longue associe´ a` la seconde
suite exacte courte, que le morphisme
H0(Xan,N (n))→ H0(Xan,N|Y an(n))
est surjectif.
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, le faisceau de OY an -modules cohe´rent N|Y an est
l’analytifie´ d’un faisceau de OY -modules cohe´rent G . Notons x
alg l’image du point x
dans Y . Les re´sultats classiques sur les sche´mas projectifs assurent qu’il existe un entier
n0 ≥ n2 tel que, pour tout n ≥ n0, la fibre G (n)xalg soit engendre´e, en tant que OY,xalg-
module, par l’ensemble des sections globales H0(Y,G (n)). En utilisant l’assertion i) du
the´ore`me, on en de´duit que le re´sultat vaut encore en remplac¸ant respectivement Y
par Y an, G par N|Y an et x
alg par x.
Notons I le faisceau d’ide´aux qui de´finit Y an dans Xan. Remarquons que sa fibre Ix
est contenue dans l’ide´al maximal mx de OXan,x. Soit n ≥ n0. Nous venons de montrer
que N (n)x ⊗OXan,x (OXan,x/Ix) est engendre´ par H
0(Xan,N|Y an(n)). On en de´duit
que N (n)x ⊗OXan,x (OXan,x/mx) est engendre´ par H
0(Xan,N|Y an(n)), et donc par
H0(Xan,N (n)). On conclut par le lemme de Nakayama.
Terminons, a` pre´sent, la de´monstration. SoitN un faisceau de OXan -modules cohe´rent.
En utilisant le re´sultat du lemme pre´ce´dent et la compacite´ de Xan, on montre qu’il
existe un entier n tel qu’en tout point x de Xan, la fibre N (n)x soit engendre´e par
H0(Xan,N (n)). On en de´duit l’existence d’un entier naturel p, d’un faisceau de OXan-
modules cohe´rent R et d’une suite exacte
0→ R → OXan(−n)
p → N → 0.
En appliquant le meˆme raisonnement au faisceau R, nous parvenons finalement a` e´crire
le faisceau N comme le conoyau d’un morphisme ϕ : OXan(−m)
q → OXan(−n)
p, avec
m ∈ Z et q ∈ N. Puisque le foncteur d’analytification est pleinement fide`le, le mor-
phisme ϕ est l’analytifie´ d’un morphisme ϕalg : OX(−m)
q → OX(−n)
p. L’exactitude
a` droite du foncteur d’analytification assure alors que le faisceau N est isomorphe a`
l’analytifie´ du conoyau du morphisme ϕalg, qui est un faisceau de OX -modules cohe´rent.
A.2. Corollaires
Nous e´nonc¸ons ici deux corollaires du the´ore`me A.1. Ils ont e´galement pour objet des
re´sultats de type GAGA, mais sur des bases qui ne sont plus ne´cessairement affino¨ıdes.
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Nous sommes convaincu qu’il est possible de les e´tendre a` une base quelconque, de fac¸on
a` obtenir un analogue parfait des the´ore`mes obtenus par M. Hakim dans le cadre de
la ge´ome´trie analytique complexe (cf. [9], chapitre VIII, the´ore`mes 3.2 et 3.5). Cepen-
dant, pour e´viter d’avoir a` utiliser le formalisme un peu lourd des sche´mas relatifs sur
un espace analytique, nous nous contenterons d’e´noncer les deux cas particuliers que
nous utilisons dans cet article.
Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour laquelle il est complet,
A une alge`bre k-affino¨ıde et X un A -sche´ma propre. Soit B une partie compacte
de M(A ) posse´dant un syste`me fondamental de voisinages affino¨ıdes. Rappelons que
la notation O(B) de´signe l’anneau des germes de fonctions analytiques au voisinage
de B. Notons Y = X ×Spec(A ) Spec(O(B)) et Y
an l’image re´ciproque de B dans Xan.
Munissons Y an du faisceau des fonctions surconvergentes. En utilisant le morphisme
d’analytification au-dessus d’un espace affino¨ıde de´fini par V. Berkovich, on montre
qu’il existe un morphisme d’espaces localement annele´s Y an → Y . La re´trotirette d’un
faisceau de OY -modules cohe´rent F est un faisceau de OY an -modules cohe´rent, que
nous noterons F an.
Corollaire A.6. — Supposons que nous nous trouvons dans la situation de´crite ci-
dessus. Alors
i) pour tout faisceau de OY -modules cohe´rent F et tout entier q ∈ N, le morphisme
Hq(Y,F )→ Hq(Y an,F an)
est un isomorphisme ;
ii) le foncteur d’analytification
F → F an
induit une e´quivalence entre la cate´gorie des OY -modules cohe´rents et celle des
OY an-modules cohe´rents.
De´monstration. — Il faut tout d’abord remarquer que l’espace Y an est compact. En
reprenant le raisonnement de la preuve de la proposition 1 de [4], on en de´duit que tout
faisceau cohe´rent sur Y an se prolonge en un faisceau cohe´rent sur un voisinage de Y an,
et donc sur une partie de la forme Y an ×M(A ) V , ou` V est un voisinage affino¨ıde de B.
En utilisant ce raisonnement et le the´ore`me A.1, on obtient le re´sultat attendu.
Soit k un corps muni d’une valeur absolue ultrame´trique pour laquelle il est complet,
A une alge`bre k-affino¨ıde et X un A -sche´ma propre. Soit B un espace A -analytique
qui soit limite inductive d’espaces affino¨ıdes. Notons Z = X ×Spec(A ) Spec(O(B)).
En utilisant le morphisme d’analytification au-dessus d’un espace affino¨ıde de´fini par
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V. Berkovich, on construit, par limite inductive, un espace analytique Zan et un mor-
phisme d’espaces localement annele´s Zan → Z. Comme pre´ce´demment, la re´trotirette
d’un faisceau de OZ -modules cohe´rent F est un faisceau de OZan -modules cohe´rent,
que nous noterons F an. Le re´sultat suivant se de´duit alors aise´ment du the´ore`me A.1.
Corollaire A.7. — Supposons que nous nous trouvons dans la situation de´crite ci-
dessus. Alors
i) pour tout faisceau de OZ-modules cohe´rent F et tout entier q ∈ N, le morphisme
Hq(Z,F )→ Hq(Zan,F an)
est un isomorphisme ;
ii) le foncteur d’analytification
F → F an
induit une e´quivalence entre la cate´gorie des OZ-modules cohe´rents et celle des
OZan-modules cohe´rents.
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Annexe B
La droite de Berkovich sur un anneau d’entiers de corps de nombres
Dans cette annexe, nous pre´sentons succintement la droite de Berkovich sur un an-
neau d’entiers de corps de nombres. Nous invitons le lecteur dont ces pre´mices auront
e´veille´ la curiosite´ a` parcourir l’ouvrage [20] pour approfondir ce sujet.
B.1. De´finitions
Soit K un corps de nombres. Notons A l’anneau de ses entiers. Commenc¸ons par
rappeler la de´finition d’espace affine analytique sur A. Elle est due a` V. Berkovich
(cf. [1], §1.5). Soit n ∈ N. L’espace affine analytique de dimension n sur A, note´ An,anA ,
est l’ensemble des semi-normes multiplicatives sur A[T1, . . . , Tn], c’est-a`-dire l’ensemble
des applications
|.| : A[T1, . . . , Tn]→ R+
qui ve´rifient les proprie´te´s suivantes :
i) |0| = 0 et |1| = 1 ;
ii) ∀P,Q ∈ A[T1, . . . , Tn], |P +Q| ≤ |P |+ |Q| ;
iii) ∀P,Q ∈ A[T1, . . . , Tn], |PQ| = |P | |Q|.
Remarque B.1. — Dans la de´finition propose´e par V. Berkovich figure une condition




ou` Σ∞ de´signe l’ensemble des plongements complexes du corps K et |.|∞ la valeur
absolue usuelle sur C. La fonction ‖.‖ : A → R+ de´finit une norme sur A et, lorsque
l’on munit l’anneau A de cette norme, la de´finition de Berkovich co¨ıncide avec la noˆtre.
Signalons que, quelle que soit la norme dont on munit A (sous re´serve tout de meˆme
qu’elle soit sous-multiplicative et fasse de A un espace complet), on obtient un espace
contenu dans celui que nous avons de´fini.
Soit x un point de An,anA . Il lui est associe´ une semi-norme multiplicative |.|x sur
A[T1, . . . , Tn]. L’ensemble px des e´le´ments sur lesquels elle s’annule est un ide´al premier
de A[T1, . . . , Tn]. Le quotient est un anneau inte`gre sur lequel la semi-norme |.|x induit
une valeur absolue. Nous noterons H (x) le comple´te´ du corps des fractions de cet
anneau pour cette valeur absolue. Nous noterons simplement |.| la valeur absolue sur le
corps H (x), cela n’entraˆınant pas de confusion. La construction fournit un morphisme
A[T1, . . . , Tn]→ H (x).
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L’image d’un e´le´ment P de A[T1, . . . , Tn] par ce morphisme sera note´e P (x). Avec ces
notations, nous avons donc |P (x)| = |P |x.
Munissons, a` pre´sent, l’espace analytique An,anA d’une topologie : celle engendre´e par
les ensembles de la forme
{x ∈ An,anA | r < |P (x)| < s},
pour P ∈ A[T1, . . . , Tn] et r, s ∈ R.
Pour finir, nous de´finissons un faisceau d’anneaux O sur An,anA de la fac¸on suivante :
pour tout ouvert U de An,anA , l’anneau O(U) est constitue´ des applications




qui ve´rifient les deux conditions suivantes :
i) ∀x ∈ U , f(x) ∈ H (x) ;
ii) f est localement limite uniforme de fractions rationnelles sans poˆles.
B.2. Dimension 0
Afin de rendre plus palpables les de´finitions pre´ce´dentes, nous allons de´crire explici-
tement A0,anA , l’espace affine analytique de dimension 0 sur A, que nous noterons plus
volontiersM(A). Nous noterons |.|∞ la valeur absolue usuelle sur C et, pour tout ide´al
maximal m de A, nous noterons |.|m la valeur absolue m-adique normalise´e. Du the´ore`me
d’Ostrowski, l’on de´duit que les points de M(A) sont exactement
i) la valeur absolue triviale |.|0 (nous noterons a0 le point associe´) ;
ii) la valeur absolue archime´dienne |σ(.)|ε∞ (nous noterons a
ε
σ le point associe´) pour
tout toute classe de conjugaison de plongements complexes σ deK et tout e´le´ment ε
de ]0, 1] ;




le point associe´) pour tout ide´al
maximal m de A et tout e´le´ment ε de ]0,+∞[ ;
iv) la semi-norme |.|+∞
m
(nous noterons a˜m le point associe´) induite par la valeur absolue
triviale sur le corps fini A/m pour tout ide´al maximal m de A.
Nous pouvons e´galement de´crire la topologie de l’espace M(A) (cf. figure 2, trace´e
dans le cas ou` K = Q pour simplifier les notations, mais aise´ment ge´ne´ralisable). Pour
cela, il suffit d’indiquer que chacune des branches trace´e sur la figure 2 est home´omorphe
a` un segment re´el et qu’un voisinage du point central a0 est une partie qui contient
entie`rement toutes les branches a` l’exception d’un nombre fini, et qui contient un voisi-
nage de a0 dans chacune des branches restantes. Si l’on pre´fe`re, l’espaceM(A) posse`de
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H = (Q, |.|0)
H = (Qp, |.|
ε
p)
H = (Fp, |.|0)
H = (R, |.|εσ)
0
ε
Fig. 2. L’espace M(Z).
la topologie du compactifie´ d’Alexandrov de la re´union disjointe de ses branches prive´es
de a0, le point a0 jouant le roˆle du point a` l’infini.
Nous pouvons e´galement de´crire explicitement les sections du faisceau structural sur
les ouverts de M(A). Nous avons repre´sente´ les diffe´rents cas a` la figure 3, de nouveau
dans le cas ou` K = Q.
B.3. Dimension 1
Venons-en, a` pre´sent, a` l’espace affine analytique de dimension 1 sur A. Nous no-
terons T la coordonne´e sur cet espace. Remarquons, tout d’abord, que le morphisme
A→ A[T ] induit un morphisme de projection
π : A1,anA →M(A).
Cela permet d’obtenir une description topologique de la droite de Berkovich sur A : la
fibre de π au-dessus d’un point x de M(A) est isomorphe a` la droite de Berkovich sur
le corps H (x). Si H (x) = C, cette droite est isomorphe a` l’espace C et, si H (x) = R,
elle est isomorphe a` son quotient par la conjugaison complexe. Nous ne chercherons pas
a` obtenir de description plus pre´cise et nous contenterons d’indiquer quelques proprie´te´s














Fig. 3. Le faisceau structural sur M(Z).
The´ore`me B.2. — i) L’espace A1,anA est localement compact, me´trisable et de di-
mension topologique 3.
ii) L’espace A1,anA est localement connexe par arcs.
iii) Le morphisme de projection π : A1,anA →M(A) est ouvert.
iv) En tout point x de A1,anA , l’anneau local Ox est hense´lien, noethe´rien, re´gulier, de
dimension infe´rieure a` 2 et le corps re´siduel κ(x) est hense´lien.
v) Le faisceau structural O est cohe´rent.
Signalons encore que la droite de Berkovich sur A satisfait au principe du prolonge-
ment analytique (ibid., the´ore`mes 4.4.2 et 7.1.9, corollaire 4.4.5).
The´ore`me B.3. — Soit U une partie connexe de A1,anA .
i) Le principe du prolongement analytique vaut sur U . En particulier, l’anneau O(U)
est inte`gre.
ii) L’anneau des sections me´romorphes M (U) est un corps.
iii) Si U est de Stein, le morphisme naturel Frac(O(U))→ M (U) est un isomorphisme.
Rappelons ici ce que nous entendons par espace de Stein. Nous dirons qu’un espace
localement annele´ (X,OX) est de Stein s’il satisfait les conclusions des the´ore`mes A
et B de H. Cartan :
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A) pour tout faisceau de OX -modules cohe´rent F et tout point x de X , la fibre Fx est
engendre´e par l’ensemble des sections globales F (X) ;
B) pour tout faisceau de OX -modules cohe´rent F et tout entier q ∈ N
∗, nous avons
Hq(X,F ) = 0.
Donnons quelques exemples de sous-espaces de la droite analytique A1,anZ qui sont
des espaces de Stein (ibid., the´ore`me 6.6.29).
The´ore`me B.4. — Soient V une partie ouverte et connexe de l’espaceM(A) et s, t ∈ R.
Soit P (T ) un polynoˆme unitaire a` coefficients dans O(V ). Les parties suivantes de la
droite analytique A1,anA sont des espaces de Stein :
i)
{
x ∈ π−1(V )
∣∣ s < |P (T )(x)| < t} ;
ii)
{
x ∈ π−1(V )
∣∣ |P (T )(x)| > s}.
Pour terminer, disons quelques mots des sections globales sur les parties de la droite
analytique A1,anA . Sur les disques, elles s’expriment essentiellement en termes de se´ries
dont les coefficients sont des fonctions sur M(A). Conside´rons, par exemple, le disque




∣∣∣ |T (x)| < 1
}
.








n ∈ A[[T ]]





soit supe´rieur ou e´gal a` 1, pour tout plongement complexe σ de K. On de´duit cette
description du the´ore`me 3.2.16 de ibid.
A` partir de la description des anneaux de sections sur les disques, nous pouvons
de´duire celle des anneaux locaux en certains points. Nous nous contenterons de deux
exemples. Soit m un ide´al maximal de A. Notons zm le point 0 de la fibre de π au-dessus






Notons z0 le point 0 de la fibre de π au-dessus du point a0. D’apre`s le corollaire 3.2.8




ou` E de´signe l’anneau constitue´ des e´le´ments f de K[[T ]] qui ve´rifient les proprie´te´s
suivantes :
i) ∃a ∈ A \ {0}, f(aT ) ∈ A[[T ]] ;
ii) pour tout plongement complexe σ de K, le rayon de convergence complexe de la
se´rie σ(f) est strictement positif ;
iii) pour tout ide´al maximal m de A, le rayon de convergence m-adique de la se´rie f est
strictement positif (il suffit d’imposer cette condition pour les ide´aux maximaux
qui contiennent un e´le´ment a posse´dant les proprie´te´s de´crites en i).
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